
集合的基数
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回顾

问题1：什么是关系？如何表示关系？如何
进行关系运算？
- 笛卡尔积的子集；集合、矩阵、有向图；逆与复合、矩
阵法
问题2：什么是函数？什么是单射、满射函
数？如何进行函数运算？
- 函数是特殊的关系（所有定义域元素唯一指派）；单射
满足若ƒ(x1) =ƒ(x2)，则x1=x2，满射满足f(A)=B；反函数、
复合函数



本节提要
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问题1：什么是集合的基数？
问题2：(基数)最大的集合有多大？
问题3：如何比较两个(无限)集合的大小？



集合的基数

 集合的基数：集合的元素个数
“数得清”的有限集合：元素个数

“数不清”的无限集合呢？

4

{0, 1, 2, 3, …} 与 {02, 12, 22, 32, …}
各有多少个元素？哪个集合的元素多？

一一对应



有限与无限：“宇宙旅馆”
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自然数集合的基数

 对于有限集合，我们用自然数描述集合的大小
例如，苹果的个数、班级学生的个数

 那么，自然数有多少个？
给你任意一个自然数，总有比它大的(*)

 定义自然数个数为ℵ0

读作：Aleph-null

 ℵ0是最小的一个无限数
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(*)有些人依然不相信无限的存在。这门课接受无穷公理，即自然数集是无限的。



比较集合的大小：等势关系

 如果存在从集合A到B的双射，则称集合A与B等
势
记为：A≈B, 否则A≉B
双射意味着：A，B中的元素可以“一一对应”
要证明A≈B，找出一个从A到B的双射

集合的势就是集合的基数，记为|A| 或 card A
“等势”的集合就被认为是“一样大”
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有限集与无限集（1）

 S是有限集合/有穷集合，iff 存在自然数n，使得S
的基数为n（S与n等势）
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有限集与无限集（2）

 S不是有限集合(是无限集/无穷集)，iff 存在S的
真子集S’，使得S与S’等势
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本节提要
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问题1：什么是集合的基数？
- 有限集合的基数就是一个自然数，表示集合的元素个数
- 无限集合中最小的那一个就是自然数集合，它的基数是ℵ0
- 我们也可以判断一个集合是有限还是无限
问题2：(基数)最大的集合有多大？
问题3：如何比较两个(无限)集合的大小？



与自然数集等势的集合

 平方数集与自然数集等势
 整数集(包括负数)与自然数集等势

 偶数集？奇数集？有理数集？实数集？
若集合A与自然数集合N等势，则card A = ℵ0

若集合A与实数集合R等势，则card A = ℵ
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可数集（可列集）

 如果存在从A到自然数集合N的单射，则称A为可
数集/可列集（card A ≤ ℵ0）
有限集均是可数集；无限集可分为可数集和不可数集
与自然数集等势的集合称为无限可数集
可数的直观含义：集合的元素可以按确定的顺序线性
排列，所谓“确定的”顺序是指对序列中任一元素，
可以说出它的“前”、“后”元素是什么
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如果能证明实数集R不可数，则说明R的基数ℵ比ℵ0大



自然数集的笛卡儿积是可列集

 所有的自然数对构成的集合与自然数集等势
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实数集不是可列集

 (0,1)不是可列集 //(0,1)与实数集合等势

 显然存在N到R的单射，于是R的势大于N的势
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幂集的基数

 实数集是最大的集合么？那么实数的幂集呢？

 证明：对任意集合A，A≉P(A)
反设A与P(A)等势，即存在双射函数ƒ: A→P(A)。
构造集合B = {𝒙𝒙 ∊ 𝑨𝑨|𝒙𝒙 ∉ 𝒇𝒇 𝒙𝒙 }。
即，B ∊ 𝑷𝑷(𝑨𝑨)是A的子集，且B中元素满足𝒙𝒙 ∉ 𝒇𝒇 𝒙𝒙 。
下证B一定不在ƒ的值域中，若成立则ƒ非满射，矛盾。
反设B在ƒ的值域中，则存在𝒂𝒂 ∊ 𝑨𝑨满足B=ƒ(𝒂𝒂)。
此时，𝒂𝒂 ∊ 𝑩𝑩等价于𝒂𝒂 ∉ 𝒇𝒇 𝒂𝒂 等价于𝒂𝒂 ∉ 𝑩𝑩，矛盾。

 显然存在A到P(A)的单射，于是P(A)的势大于A的势
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Contor定理
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P(N)与R哪个更大？



本节提要
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问题1：什么是集合的基数？
- 有限集合的基数就是一个自然数，表示集合的元素个数
- 无限集合中最小的那一个就是自然数集合，它的基数是ℵ0
- 我们也可以判断一个集合是有限还是无限
问题2：(基数)最大的集合有多大？
- 实数集比自然数集大
- 任意集合的幂集比自身大
问题3：如何比较两个(无限)集合的大小？



菲力克斯·伯恩斯坦

 菲力克斯·伯恩斯坦（Felix Bernstein，1878–1956）出生于一个
德国犹太知识分子家庭，祖父就是有名望的知识分子，而父亲
则是著名的生理学家，同时也是康托的好朋友。伯恩斯坦在高
中时就展现出杰出的数学才能，参加了康托开设的讨论班。

 也正是在与康托的交往中，他证明了后来被命名为康托-伯恩斯
坦-施罗德定理的著名定理。

 随着政治局势变动，他的职业生涯开始变得非常坎坷，后来他
克服了许多困难，赢得了许多同情，最终退休，重返哥廷根大
学担任荣休教授。

 伯恩斯坦不仅在数学上有很大的建树，在科学上，他首先厘清
了血型的遗传规律，立下了生理学历史上的一座里程碑。
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利用双射证明无限集等势
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• 除此以外，还可以通过Bernstein定理证
明等势



集合的优势关系
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Bernstein定理的证明
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用Bernstein定理证明等势

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势
直接找双射不太容易
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集合充要条件的证明，
回想关于无限



用Bernstein定理证明等势

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势
分别找两个一对一的映射往往比找一个双射容易
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用Bernstein定理证明等势
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 直线上的点集与平面上的点集等势



关于𝑩𝑩𝑨𝑨
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 𝑩𝑩𝑨𝑨是由定义域为A且伴域是B的函数组成的集合
 若B={0,1}, A={a,b,c}, 则 𝑩𝑩𝑨𝑨 是有8个元素的集合：

 {𝟎𝟎,𝟏𝟏}𝑵𝑵? {𝟎𝟎,𝟏𝟏}𝑵𝑵 ≈ P(N)



用Bernstein定理证明等势

实数集与ρ(N)等势
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（二进制表示）



重要的等势、优势关系
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连续统假设
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Continuum hypothesis，简称CH

库尔特·哥德尔在1940年证明了CH与ZFC的相对协调性（无
法以ZFC证明为误），保罗·柯恩在1963年证明了连续统假
设不能由ZFC推导。也就是说连续统假设独立于ZFC。

不存在一个基数绝对大于可数集而绝对小于实数集的集合。



本节小结
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问题1：什么是集合的基数？
- 有限集合的基数就是一个自然数，表示集合的元素个数
- 无限集合中最小的那一个就是自然数集合，它的基数是ℵ0
- 我们也可以判断一个集合是有限还是无限
问题2：(基数)最大的集合有多大？
- 实数集比自然数集大
- 任意集合的幂集比自身大
问题3：如何比较两个(无限)集合的大小？
- 利用双射函数证明等势
- 利用Bernstein定理证明等势



集合优势关系的性质
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等势关系是一种等价关系
33


	集合的基数
	回顾
	本节提要
	集合的基数
	有限与无限：“宇宙旅馆”
	自然数集合的基数
	比较集合的大小：等势关系
	有限集与无限集（1）
	有限集与无限集（2）
	本节提要
	与自然数集等势的集合
	可数集（可列集）
	自然数集的笛卡儿积是可列集
	实数集不是可列集
	幂集的基数
	Contor定理
	本节提要
	菲力克斯·伯恩斯坦
	利用双射证明无限集等势
	集合的优势关系
	Bernstein定理的证明
	幻灯片编号 22
	用Bernstein定理证明等势
	用Bernstein定理证明等势
	用Bernstein定理证明等势
	关于 𝑩 𝑨 
	用Bernstein定理证明等势
	重要的等势、优势关系
	连续统假设
	本节小结
	集合优势关系的性质
	等势关系是一种等价关系

