
等价关系与偏序关系
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 问题1：关系具有哪些重要性质？
自反性、对称性/反对称性、传递性

 问题2：如果计算关系的闭包？
自反闭包r(R) = R∪IA 、对称闭包s(R) = R∪R-1 、传递闭
包的Warshall算法

回顾



本节提要

 1：等价关系与等价类
 2：偏序关系、偏序集、偏序格
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等价关系

 满足性质：自反、对称、传递。

 “等于”关系的推广

 例子
模3同余关系: R⊆Z×Z， xRy 当且仅当                是整数。

 R⊆N×N， xRy iff 存在正整数k,l，使得xk=yl。
自反:   若x是任意自然数，当然xk=xk ;

对称：若有k,l, 使xk=yl；也就有l,k, 使yl=xk；

传递：若有k,l, 使xk=yl；并有m, n, 使yn=zm；则有 xkn=zml
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等价类

 R是非空集合A上的等价关系，∀x∈A，等价类
[x]R={y| y∈A ∧ xRy}

 每个等价类是A的一个非空子集。

 例：模3同余关系: R⊆Z×Z， xRy 当且仅当             是整数。

３个等价类： [0]={…, -6, -3, 0, 3, 6, 9,  …}; 

[1]={…, -5, -2, 1, 4, 7, …}; 

[2]={…, -4, -1, 2, 5, 8, 11, …}
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等价类的代表元素

 对于等价类[x]R={ y | y∈A ∧ xRy }，x称为这个等
价类的代表元素．

 其实，该等价类的每个元素都可以做代表元素：
若xRy，则[x]=[y]

证明：对任意元素t, 若t∈[x], 则xRt, 根据R的对称性与传
递性，且xRy, 可得yRt, 因此 t∈[y], ∴[x]⊆[y]; 同理可得
[y]⊆[x] 。



例

 R1,R2分别是集合X1,X2上的等价关系。定义X1×X2上的关系S：

(x1,x2)S (y1,y2) 当且仅当 x1R1y1 且 x2R2y2

 证明：S是X1×X2上的等价关系

 [自反性] 对任意(x,y)∈X1×X2, 由R1,R2满足自反性可知， (x,x)∈R1, 
( y,y) ∈R2; ∴ (x,y)S(x,y); S自反。

 [对称性] 假设( x1,x2)S ( y1,y2), 由S的定义以及R1,R2满足对称性可
知： ( y1,y2)S (x1,x2); S对称。

 [传递性] 假设(x1,x2)S ( y1,y2), 且( y1,y2)S ( z1,z2), 则x1R1y1, y1R1z1, 
x2R2y2, y2R2z2, 由R1,R2满足传递性可知：x1R1z1, 且x2R2z2, 于是： 
(x1,x2)S (z1,z2); S传递。



商集

 R是非空集合A上的等价关系，∀x∈A，则其所有等价
类的集合称为商集，记为A/R

 例子
 集合A={a1,a2, …, an}上的恒等关系IA是等价关系，商集

A/IA={{a1}, {a2},…, {an}}

整数集上的模3同余关系是等价关系，其商集为{ {…, 
-6, -3, 0, 3, 6, 9,  …}, {…, -5, -2, 1, 4, 7, …}, {…, -4, -1, 2, 
5, 8, 11, …} }



例

 定义自然数集的笛卡儿乘积上的关系R:

(a, b)R(c,d) 当且仅当 a+d=b+c

证明这是等价关系，并给出其商集． 

 定义在ℕ上的二元关系𝑅𝑅: x𝑅𝑅y iff 𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘𝑦𝑦 (k为
整数).
(1)试证明𝑅𝑅是等价关系；
(2)给出商集ℕ/𝑅𝑅,并证明ℕ与ℕ/𝑅𝑅等势。
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A 集合A的 划分, π, 是A的一组非空
子集的集合，即 π⊆ρ(A), 且满足： 
1. 对任意 x∈A, 存在某个 Ai∈π, 使
得 x∈Ai. 

AA
i

i =  i.e.

2. 对任意 Ai, Aj∈π, 如果 i≠j, 则：

φ=∩ ji AA

集合的划分



商集即划分

 假设R是集合A上的等价关系，给定a∈A, R(a)是
由R 所诱导的等价类。

 Q={R(x)|x∈A}是相应的商集。

 即证明：这样的商集即是A的一个划分：
对任意 a∈A, a∈R(a) (R 是自反的)

对任意 a,b∈A, (a,b) ∉R 当且仅当  R(a)∩R(b)=∅，即：
不相等的等价类必然不相交



 不相等的等价类必然不相交。换句话说，有公共元
素的任意两个等价类必然相等。

 证明：

假设R(a)∩R(b)≠Ø, 设c是一个公共元素。

根据等价类的定义，(a,c)∈R, (b,c)∈R

对任意x∈R(a), (a,x)∈R, 由R的传递性和对称性，可得
(c,x)∈R, 由此可知(b,x)∈R, 即x∈R(b), ∴R(a)⊆R(b)

同理可得：R(b)⊆R(a)。因此: R(a)=R(b)

商集即划分



A1

A6

A5

A4

A3

A2

A

x
y

z

给定 A 上一个划分，可以如下定
义A 上的等价关系 R :

∀x,y∈A, (x,y)∈R 当且仅当: 
x,y 属于该划分中的同一块。

显然，关系 R 满足自反性、
对称性、传递性。因此：
R 是等价关系。

根据一个划分定义等价关系



 证明：

     从1,2,...,2000中任取1001个数，其中必有两个

数x,y，满足x/y=2k。

      (k为整数)。

想起鸽笼原理没？

利用等价类解题



 建立1000个集合, 每个集合包括1至2000之间的一个奇数以
及该奇数与2的k次幂的乘积, 但最大不超过2000。可以证
明这1000个集合的集合是集合{1,2,3,..., 2000}上的一个划分。
注意任意两个1到2000之间的正整数x,y在同一划分块中当
且仅当x/y=2k。(k为整数)。

 定义集合{1,2,3,..., 2000}上的一个关系R，任意x,y，xRy当且仅当
x/y=2k。易证这是一个等价关系。其商集即集合上面的划分。

利用等价类解题



本节提要

 1：等价关系与等价类
等价关系：自反、对称、传递；等价关系将元素分成等
价类；所有等价类的集合为商集，商集即划分

 2：偏序关系、偏序集及其特殊元素、偏序格
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偏序关系(Partial Order)
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偏序关系（续）
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偏序集(poset)与哈斯图
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例
21

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )



例

 例：字典序(lexicographic order)与偏序集
给定两个偏序集 𝐴𝐴,≼𝐴𝐴 与 (𝐵𝐵,≼𝐵𝐵)，在 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵
上定义新关系“≼”：
𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≼ 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ⇔ 𝑎𝑎 ≺ 𝑐𝑐 ∨ (𝑎𝑎 = 𝑐𝑐 ∧ 𝑏𝑏 ≼ 𝑑𝑑)

 易证， (𝐴𝐴 × 𝐵𝐵,≼)是一个偏序集。

22



例
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哈斯图（Hasse Diagrams）
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将偏序关系简化为哈斯图：

• 省略所有顶点上的环

• 省略所有因传递关系而引出的边

• 根据箭头的方向自下而上重排
列所有顶点，而后将所有的有
向边替换为无向边



例
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偏序集中的特殊元素
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偏序集中的特殊元素（续）
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从哈斯图看特殊元素
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从哈斯图看特殊元素（续）
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偏序集与格

格（lattice）作为一个代数系统可以通过两

种方式进行定义：

⑴ 通过偏序集与偏序关系定义

⑵ 通过普通集合与特殊运算定义

本讲我们仅从偏序的角度去定义格，并研

究其中的若干基本运算
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偏序集与格（续）

 格作为偏序集的定义：
38
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偏序集与格（续）
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格的对偶原理
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格的对偶原理（续）
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本节提要

 1：等价关系与等价类
等价关系：自反、对称、传递；等价关系将元素分成等
价类；所有等价类的集合为商集，商集即划分

 2：偏序关系、偏序集及其特殊元素、偏序格
偏序关系：自反、反对称、传递；偏序集；哈斯图
偏序集中的特殊元素：最大元、最小元、极小元、极大
元；上届、上确界、下届、下确界

偏序格：任意两个元素均有上下确界；对偶原理
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作业

 见课程网站
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